KVANTMEHAANIKA ALUSED

1. Schrodingeri vorrand

Lainefunktsioon, osakese leidmise toendosus, toenidosustihedus,
Schrodingeri vorrandi illdkuju, tingimused lainefunktsioonile

Eelmises peatiikis me vaatasime flilisikandhtusi, mille seletamisel klassikaline fiilisika ei
olnud rakendatav. Nende ndhtuste seletamiseks tuli fiilisikasse tuua uued pdhimotted ja nii
jouti jark-jargult mikromaailmas toimuvaid ndhtusi kirjeldava teooria — kvantmehaanika -
loomisele. Kvantmehaanika — loodi aastatel 1925-1927 W. Heisenbergi, E. Schrodingeri ja
P.A.M. Diraci poolt.

Kvantmehaanikas on mikroosakest iseloomustavaks pdohisuuruseks lainefunktsioon
(kasutatakse veel nimetusi olekufunktsioon ja tdendosusamplituud)

w=y(r,t),

mis iildjuhul on kompleksarvuline, st tema véirtused erinevate 7 ja t korral on
kompleksarvud.

Lainefunktsiooni fiilisikalise tdhenduse andis M. Born,
mille jirgi lainefunktsioon aja ja asukoha funktsioonina
annab osakese leidmise tOendosuse. Vaatame mingi
ruumipunkti 7 imbruses olevat ruumielementi dV.
Osakese leidmise tdendosus vaadeldavas ruumielemendis
ajahetkel t avaldub valemiga

dP =ly (7.0 dV =y *y dV .

Nagu ndha, annab lainefunktsiooni mooduli ruut

(|(,1/|2 =y *y ) osakese leidmise tdendosustiheduse

dP 2
p=—=|,

= =W
dv
st ruumiiihiku kohta tuleva tdendosuse.

Lainefunktsioon arvutatakse kvantmehaanika pohivorrandist -Schrédingeri vorrandist, mille
iildkuju on jirgmine
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. Oy (F,1) n* oy (1)  Ow(F,1)  Ow(F,0) - -
/] =— + + +U((7,t 1),
AP o P o2 Ty

kus M on vaadeldava osakese mass ja U =U(7,f) tema potentsiaalne energia (i on
imaginaariihik: i> =—1).

Sulgudes olev teist jarku tuletistega avaldis kirjutatakse lithidalt kujul

0’ 0’ 0’
Ay = f+ f+ f
ox~ oy 0z

9

kus suurust A nimetatakse Laplace'i operaatoriks. Seda kasutades oleks Schrodingeri
vorrandi iildkuju

Low(FE R _ _ _
7 =—— Ay (FO+UGOw (1) .
th=— 3 w(F,0)+UF, Dy (V1)

Nagu ndha, on mikroosakese lainefunktsioon tihe kindla diferentsiaalvorrandi, mille
konkreetne kuju sdltub osakese massist ja tema potentsiaalsest energiast, lahendiks. Kuna
vorrand sisaldab imaginaartihikut, siis on tema lahend iildiselt kompleksarvuliste viértustega.

Mis puutub Schrodingeri vorrandi lahendamisse, siis see, nagu diferentsiaalvorrandi
lahendamine ikka, pole enamasti lihtne. Sama probleem on ka mehaanikas, kus osakese
litkkumise arvutamiseks tuleb lahendada Newtoni II seadusest tulenev diferentsiaalvorrand
(F =dp/dt). Kui mehaanikas on osakese liikumine tema algolekut teades iiheselt miaratud,
siis sama kehtib pohimotteliselt ka kvantmehaanikas. Erinevus on selles, et niilid on algoleku
andmise korral iiheselt médratud suuruseks osakese lainefunktsioon w (7,7), mis médrab dra
mikroosakese edaspidise kditumise.

On selge, et koik Schrodingeri vorrandi lahendid ei ole fliiisikaliselt kolbulikud. Lahendi
leidmisel tuleb arvestada nii lainefunktsiooni fiilisikalist tdhendust kui ka
diferentsiaalvorrandist endast tulenevaid matemaatilisi tingimusi. Vorrandi lahend ehk
osakest kirjeldav lainefunktsioon w (7,t) peab rahuldama jargmisi tingimusi:

1. w(7,t) oniihene ja 10oplik,
2. y(7,t) ja tema esimesed ruumilised tuletised on pidevad.

Esimene tingimus tuleb lainefunktsiooni tdendosuslikust tdlgendusest, sest tdendosustihedus
peab igas punktis olema 16pilik ja ithene. Teine tingimus on aga tavaline matemaatiline
tingimus diferentsiaalvorrandi, milles on teist jarku ruumilised tuletised, lahendile. Nagu me
jargnevas ndeme, on need tingimused osakese flilisikaliste olekute kindlakstegemisel viga
olulised.

Lainefunktsiooni tdendosuslikust tolgendusest saame veel ithe tingimuse, mida nimetatakse

lainefunktsiooni normeerimistingimuseks. Juhul kui integraal I |t//(?,t)|2dV iille kogu ruumi

on 10plik, vdime nduda, et
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[y@.ofav=1.

See tingimus on saadud jargmisest kaalutlusest: kuna tdendosus osakese leidmiseks
ruumielemendis dV on dP = |(,z/(?,t)|2 dV, siis integreerimine iile kogu ruumi annab ilmselt

tdese siindmuse, mille tdendosus on 1.

Lahendite superpositsioon. Schrodingeri vorrand on lainefunktsiooni suhtes lineaarne. Koige
olulisem jéreldus vorrandi lineaarsusest on see, et vdOrrandi lahendite mistahes
superpositsioon on samuti vorrandi lahendiks. Kui néiteks antud vorrandi iheks lahendiks on
lainefunktsioon

v, (7,0)
ja sama vorrandi mingiks teiseks lahendiks lainefunktsioon
v, (7,1) ,
siis on selle vorrandi lahendiks ka nende lahendite mistahes lineaarne kombinatsioon
y(r,t)=cy,(F,0)+c,w,(F.t) ,
kus ¢, ja ¢, on mingid suvalised, iildiselt kompleksarvulised kordajad.

Toepoolest, mistahes otsitava funktsiooni suhtes lineaarse voOrrandi vOime kirjutada
stimboolselt kujul

kus A on mingi tuletisi ja antud suurusi sisaldav avaldis (Schrodingeri vorrandi korral

o h’
niiteks A=i—+—A-U ). Kuiniiid Ay, =0 ja Ay, =0, siis ka
PRy ) v, =0Ja Ay,

Ay =c Ay, +c,Ay, =0 .

Nagu me jirgnevas ndeme, on sellel asjaolul mikromaailmas védga oluline fiitisikaline
tdhendus. Oletame, et kui niditeks osake on olekus energiaga, siis seda olekut kirjeldab
lainefunktsioon w,(7,¢) ja kui osake on olekus energiaga E,, siis seda olekut kirjeldab

lainefunktsioon v, (7,¢). Asja me niitasime, et sel juhul vdib osake olla ka olekus

l//(’_;al‘) = W](F,t)+02 V/z(’_;at) .

Tekib kiisimus, mida selline lahend end fiitisikaliselt kujutab? Osutub, et selline kahe lahendi
superpositsioon (fiilisikas kasutatakse lineaarse kombinatsiooni mdiste asemel enamasti
superpositsiooni mdistet) on fiitisikaliselt lubatud olek, kus aga osakese energia ei ole enam
theselt médratud suurus, energia mootmisel saame teatud tOendosusega tulemuseks E, ja

teatud tOendosusega tulemuseks £E,. Siin on oluline erinevus klassikalise fiiiisika
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superpositsiooniprintsiibiga, kus vastavad fiilisikalised suurused reeglina liituvad. Nii néiteks
saame kahe samas faasis oleva laine liitumisel laine, kus amplituudid liituvad.
Kvantmehaanikas aga kujutavad néiteks y,(7,¢) ja c,y,(7,t) tlhte ja sama fiiiisikalist olekut

energiaga E,. Kui aga sama suurus y, oleks nditeks mingi klassikalise laine amplituud, siis
laine ¢, amplituud oleks ¢, korda suurem. Selliste superpositsioonide fiitisikalist tdhendust
kisitleme edaspidi pohjalikumalt.

Kommentaarid:

I. Nii nagu Newtoni II seadus on klassikalise mehaanika pdohivorrandiks, kujutab
Schrodingeri vorrand endast kvantmehaanika pohivorrandit. PGhivorrandeid ei saa teatavasti
tuletada ja need on saadud nende autorite dnneliku oletuse tulemusena. Kui mitmes opikus
voib leida Schrodingeri vorrandi iihe voi teise ,tuletuse”, siis seda ei maksa votta tdsiselt.
Tegemist on enamasti mingi sellise retseptiga, mis vOimaldab Schrédingeri vorrandit
lihtsamalt meeles pidada voi tiles kirjutada.

2. Lainefunktsioon otseselt moodetav fiiilisikaline suurus ei ole, moota saab ainult toendosust.
Kuna aga lainefunktsioon annab tdendosuse, nimetatakse teda tihti ka tdendosusamplituudiks
(meie koolifiitisikas kasutatakse ka leiufunktsiooni mdistet, mis ehk kdige parem viljend ei
ole). Viimane nimetus on isegi korrektsem, sest eelneva pdhjal annab lainefunktsiooni
mooduli  ruut tdendosustiheduse. Lainefunktsiooni nimetatakse = monikord ka
olekufunktsiooniks. See nimetus on samuti digustatud, sest sellega on tdoepoolest méiratud
vaadeldava osakese olek ja tema edaspidine kéditumine.

3. Lainefunktsioon ei ole madratud iiheselt, vaid konstantse faasiteisenduse tépsuseni. Kui me
varem vdiitsime, et antud algtingimustel on Schrédingeri vorrandi lahend iiheselt méiératud,
siis see on Oige. Teades aga mingit lahendit

y=y(r,0),
on lihtne veenduda, et funktsioon

y'(7F,0) =y (7,1) ,

kus o on mingi suvaline reaalarv, on samuti sama Schrodingeri vorrandi lahendiks ja annab
ka sama tdoendosustihenduse. Tdepoolest,

2 —ia io 2
W =@)*y'=e "y ey =y ry =y
Sellist teisendust nimetatakse analoogiliselt vonkumiste juures kasutatavale terminoloogiale
faasiteisenduseks. Voib jarelikult oelda, et Schrodingeri vorrandi lahend on maéédratud
konstantse faasiteisenduste tédpsuseni.
3. Kuna Schrédingeri vorrand on lainefunktsiooni y suhtes lineaarne, siis on lahend méératud
suvalise konstantse kordaja tdpsuseni. Seda asjaolu kasutatakse tdendosuslikust tolgendusest

lahtudes lainefunktsiooni normeerimiseks, et summaarne tdendosus oleks vordne iihega.
Oletame, et meie poolt leitud lahend v on integreeruva mooduli ruuduga

[lw.ofav=4.
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st integraali vddrtuseks on mingi 1oplik arv A. Otsides niilid lahendit, mis oleks normeeritud
iithele, vaatame funktsiooni

y'(F, 1) =Ny (7,1) ,

kus N on mingi konstant (nn normeerimistegur). Noudes, et

[l @0 av =1=|N[ [0l av =|Nf 4.

Saame seosest |N|2A:1 leida normeerimisteguri N. Nagu juba eelmises kommentaaris

radkisime, on lainefunktsiooni leidmisel teatud vabadusi. Neid voib kasutada néiteks selleks,
et valida N reaalarvuline. Sel juhul

N= L

W

Siin kirjeldatud protseduuri jargi kéib ka praktiline arvutus. Koigepealt leitakse vOrrandi
mingi lildine lahend ja seda kasutades sobiv normeerimistegur.

Siin toodud arutlustest tasub veel meeles pidada seda, et lainefunktsioonid w(7,7) ja
Ny (7,t) kirjeldavad iihte ja sama fiilisikalist olekut.

4. Kvantmehaanikas me puutume kokku ka selliste lainefunktsioonidega, mis on kiill pidevad
ja loplikud, aga pole eespooltoodud viisil normeeritavad. Selliste lainefunktsioonide korral

pole integraal I |(//(? ,t)|2dV 10plik

[l o av—w .

Nende lainefunktsioonide korral kehtib sama tdensosuslik tdlgendus, et |y [ dV on vordeline
osakese leidmise tdendosusega vastavas ruumielemendis dV

dP ~ |y(F,0)[dV .
See seos voimaldab tdendosusi erinevates ruumipunktides omavahel vorrelda.
Kuna selliste lainefunktsioonide normeerimine on matemaatiliselt keerulisem, siis seda me
antud kursuses ei kisitle. Olgu aga Oeldud, et vaadeldavate lainefunktsioonide korral on

tegemist olukorraga, kus mikroosakese litkumine ruumis pole tOkestatud (niiteks vaba
osakese liikkumine).
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2. Statsionaarsete olekute Schrodingeri vorrand

Ajast soltumatu potentsiaalne energia, statsionaarne liikumine,
statsionaarsete  olekute Schrodingeri vorrand, iihedimensionaalne
liilkumine, vaba osakese vorrandi lahendamine, osakeste voo tihedus

Paljudel juhtudel on meil tegemist olukorraga, kus potentsiaalne energia ei soltu ajast
U =U(r). Klassikalises fiiiisikas tdhendab see liikumist ajas muutumatu jou mojul (13 = -

grad U ) ja sellist litkumist nimetatakse statsionaarseks liikumiseks, sest trajektoori kuju ajas
el muutu.

Statsionaarse litkumise korral Schrodingeri vorrand oluliselt lihtsustub, sest lainefunktsiooni
ajalise sOltuvuse saab eraldada. Puht matemaatiliselt tdhendab see seda, et juhul kui
potentsiaalne energia U(7) ajast ei sOltu, saab Schrodingeri vorrandis muutujad eraldada ja

otsida selle lahendit kujul w(7,t)=f()p(r), st ajast soltuva funktsiooni ja

ruumikoordinaatidest sdltuva funktsiooni korrutisena. Jéttes iiksikasjalise tuletuse momendil
esitamata (vaata kommentaari 1), otsime lahendit kujul

iEt

w(Ft)=e " (i),

kus E on osakese koguenergia. Arvutades niilid Schrodingeri vorrandis vajaminevad
tuletised, saame

oy iE —% - =

—_— =0 14 . A =& h A r .

Py L¢ o), Ay o(7)

Peale tuletiste asendamist tildisesse Schrodingeri vorrandisse ning eksponendi taandamist
saame jargmise vOorrandi, mis enam aega ei sisalda

2

L h
Ep(r)=-—+

Ap(F) +U(F) p(F) .

Saadud vorrandit nimetataksegi statsionaarsete olekute Schrodingeri vorrandiks. Nimetatud
vorrand kirjutatakse enamasti kujul

2M
h2

Ap(r)+—5(E-U(#)p(r) =0 .

Nagu vorrandist on ndha, saame me vorrandile lahendid, mis vastavad kindlale koguenergiale
E . Seetdttu kirjeldab statsionaarsete olekute lainefunktsioon ¢(7) olekut, milles vaadeldaval
osakesel on kindel koguenergia E. Nagu me edaspidi ndeme, ei oma Schrédingeri vorrand
iildjuhul fiitisikaliselt mdistlikke lahendeid mitte iga E védirtuse korral, vaid ainult teatud
kindlate, fikseeritud koguenergia vairtuste korral. Sel juhul annab vorrandi lahendamine
meile lisaks lainefunktsioonile ka vaadeldava osakese voimalikud energia viirtused.
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Funktsiooni ¢(7), mis kirjeldab statsionaarsete olekute korral {ildise ajast sdltuva
lainefunktsiooni  w(#,f) ruumikoordinaatidest sOltuvat osa, nimetatakse samuti

lainefunktsiooniks ja ta annab antud juhul osakese leidmise tdendosustiheduse. Tdepoolest,
kuna
iEt iEt

lw(F.0) =e" p*(F)e " o(F)=| ()| ,

siis saame osakese leidmise tdendosustiheduse arvutada ainult ¢(7) kaudu
.. dP 2
ry=—=lp(r)| .
p(r)=—>=lo(F)

Nagu nidha, ei sOltu statsionaarsete olekute korral tdendosus ega tdendosustihedus ajast.
Sellest ka nimetus statsionaarne olek.

Olgu veel 6eldud, et statsionaarsed olekud on osakese (siisteemi) kindla energiaga olekud.
Kuna nende olekute ajaline soltuvus on iiheselt middratud, siis saime olekute energia ja
ruumilise sdltuvuse arvutamiseks eraldi vorrandi. Olekute fiiiisikaliseks analiiiisiks tuleb meil
aga enamasti vaadata ajast sOltuvaid lahendeid, teisisonu, iildise Schrodingeri voOrrandi
lahendeid (vaata selle § 10pus olevat kommentaari 2).

Uhedimensionaalne liikumine. Jirgnevates punktides vaatame Schrddingeri vorrandi
lahendamist monel lihtsamal erijuhul, késitledes koigepealt {ihedimensionaalset litkumist.
Olgu tiihedimensionnalsel liikumisel liikumissihiliseks koordinaatteljeks x-telg. Sel juhul
U=U(x), ¢ =¢(x) ja Schrodingeri vorrand on kujul

2M
h2

P"(xX)+— (E-Ux)e(x) =0,

kus me tihistasime ¢" =d’@/dx* .

Vaba osakese lainefunktsioon. Esimese ja kdige lihtsama nditena vaatame vaba osakest, mille
litkkumine x-teljel ei ole kitsendatud. Niitame, et vaba osakese energia saab olla ainult
positiivne ja leiame vaba osakest kirjeldava lainefunktsiooni.

Vaba osakese korral U(x) =0 ja meil tuleb analiilisida vOrrandit

2ME
P X +—7p(x) =0

Kuna me ei tea, milline voib olla vaba osakese energia E mikromaailmas, siis kdigepealt
oletame, et osakese energia on positiivne

E>0.

Antud oletuse tegemisel me arvestasime asjaoluga, et klassikalises fiilisikas omab vaba osake
ainult kineetilist energiat £ =T = Mv* /2, mis on alati, kui osake liigub, positiivne suurus.
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Seetottu eeldame, et ka kvantmehaanikas on vaba mikroosakese koguenergia positiivne.
Peale seda aga vaatame, mis juhtub siis, kui oletada, et vaba osakese energia on negatiivne.

Defineerides niilid positiivse suuruse
_2ME

2

k2

>0,
saame vaba osakese jaoks vorrandi
9"(x)+k’p(x)=0 .

Saadud vorrand on tuntud mehaanikas vaadatud harmooniliste vonkumiste juurest. Lihtne on
kontrollida, et vorrandi iildlahendi vdib kirjutada kujul

¢(x)=Ccoskx+ Dsin kx ,
vO1 arvestades kompleksarvulist esitust, kujul
p(x)=Ae™ +Be™ .
Kordajad A ja B v3i C ja D on {ildiselt kompleksarvulised, vorrand nende véértusi e1 mééra.

Nagu 6eldud, on molemad lahendid on ekvivalentsed. See jareldub kompleksse eksponendi
avaldisest

™ = coskx +isin kx,
mis voimaldab soovi korral teisendada iihe lahendit teiseks.

Eksponentkujul antud lahend on aga tihti otstarbekam, sest sellel on otsene fiilisikaline

tahendus. Lahend
eikx

kirjeldab nimelt x-telje positiivses suunas litkuvat osakest (voi osakeste voogu) ja
e—ikx

kirjeldab x-telje negatiivses suunas litkuvat osakest (vOi osakeste voogu).

Nende véidete tdestuseks vaatame iildist, ajast soltuvat lahendit. Esimesel juhul saaksime

iEt
ikx

v (x.0)=e "e™

mis veidi teisel kujul iimber kirjutatuna annab eelmise peatiiki §8 vaadatud x-telje sihis
litkuva siinuselise de'Broglie laine

)

v, (x,t)=e " ,

kus p =hk on vaba osakese impulss.
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Suurust
p="hk

vdime tdesti vaadata vaba osakese impulsina. Avaldades k* definitsioonvalemist
k* =2ME/h* energia, saame

P
2M  2M

9

mis toepoolest kujutab endast juba klassikalises fiilisikas tuntud seost vaba osakese energia ja
impulsi vahel (nagu varem 6eldud, on vaba osakese energia kineetiline energia).

Teisel juhul saaksime analoogiliselt x-telje negatiivses suunas liikkuva laine

—L(Et+px)

y,(x.f)=e "

Osakeste lainelisi omadusi silmas pidades vOoime véita, et saadud lahendid kirjeldavad
toepoolest x-telje positiivses ja negatiivses suunas liikuvaid osakesi (vOi osakeste voogu).

Kui de'Broglie lainete korral oli nende fiiiisikaline tihendus lahtine, siis siin saame selle anda,
kasutades lainefunktsiooni tdendosuslikku tdlgendust. Vaatame erilahendit

0, (x) =A4e™ 5

mis kirjeldab x-telje sihis litkuvat kindla energia ja impulsiga osakest. Arvutame selle
mooduli ruudu

oo = A% e <|df
Kuna lainefunktsiooni mooduli ruut on seotud osakese leidmise tGendosusega, siis eelneva
pohjal voime véita, et antud juhul on osakese leidminse tdendosus koikjal iithesugune ja

seetOttu osakese asukoht x-teljel middramata. See peabki ilmselt nii olema, sest kindla
impulsiga osakese korral on tema impulsi mddramatus vordne nulliga (Ap =0) ja seetdttu

midramatuse seoste tottu tema asukoht x-teljel mddramata (Ax =o0). Osakest voib vOrdse
toendosusega leida x-telje mistahes punktis.

. . ~ o ~ope . .o . 2 .
Kuna osakese leidmise tdendosus on koikjal iihesugune, siis on lihtne on veenduda, et |q0,| el

ole normeeritav lihele. Toepoolest
[lof dx=|af [ax=oo

Analoogiliselt on teise lahendi

?, (x) =Be ™
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korral tegemist kindla impulsiga liikuva osakesega, mis liigub x-telje negatiivses suunas ja
mis vOib samuti vordse tdendosusega olla x-telje mistahes punktis.

Jargnevas me vaatame lisaks iihe osakese litkkumisele ka mitme osakese liikumist. Seda
iseloomustab osakeste voo tiheduse moiste. Osakeste voo tihedus on ilmselt vordeline
toendosusega, st lainefunktsiooni mooduli ruuduga, kuid lisaks sellele veel vordeline osakeste
litkkumise kiirusega (v = p/M = fik/M). Lahendile ¢,(x) vastav osakeste voo tihedus

avaldub kujul

2
>

. hk
V) :ﬁ|’4

mis tdhendab, et x-telje positiivses suunas litkuvate osakeste voo korral iseloomustab |A|2
osakeste voo tihedust.

Niitid analiilisime voimalust, et vaba osakese, mis liigub kogu x-teljel, energia oleks
negatiivne ja nditame, et x-teljel vabalt liikkuva osakese energia negatiivne olla ei saa. Selleks
oletame vastupidist, et

E<0.
Defineerime niitid uue positiivse suuruse
2ME
2=- 3 >0

ja kirjutame Schrodingeri vorrandi kujul
9"(x)~K’p(x)=0 .
Selle vorrandi iildlahendiks on
p(x)=Ae"" +Be ™" .

Nagu me ndeme, on Schrodingeri vorrand ka niitid lahenduv, ainult et saadud lahend
fiitisikalise osakese kirjeldamiseks ei sobi, sest ta ei ole x-teljel 10plik. Nii x — +oo kui ka

x — —o korral ¢(x)— oo ja seega ei saa lahend kirjeldada x-teljel liikuvat vaba osakest.
Seetottu ei saa ka kogu x-teljel litkkuva vaba osakese energia olla negatiivne.

Siin voib tekkida kiisimus: miks me sellist juhtu {ildse vaatame? Vaba osakese energia on
teatavasti kineetiline energia ja kuna klassikalises flilisikas on kineetiline energia alati
mittenegatiivne, siis tundub negatiivse kineetilise energia vaatamine iilearune. Nagu me aga

edaspidi ndeme, on kvantmehaanikas ka viimati vaadatud juhtum moningates olukordades
voimalik, viies huvitavatele fiitisikandhtustele.

Kommentaar:

1. Néitame, et statsionaarsete olekute korral saab Schrodingeri vorrandis
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- 2
GOV D _
ot oM

Ay (F,0)+UF)y (r,1)

muutujad eraldada. Otsime lahendit kujul

y(7.0) = f(O)e(F) .

Arvutame tuletised

oy (7,1) df(t)
ot

o(F), Ay(r,0)=f()Ap(F) .

Peale asendamist ja f(¢)@(7) -ga 1dbi jagamist saame vOrrandi

Ldf@ w1
Moo a2 o) PO

mille vasak pool soltub ainult ajast ja parem pool ainult ruumikoordinaatidest. Niisugune
vordus saab kehtida juhul kui mdlemad pooled on vordsed mingi konstandiga. Tahistades
seda konstanti E, saame kaks uut vorrandit

dfw . w1

Vasakpoolse vorrandi integreerimine annab meile tuntud sdltuvuse ajast

_iEt

fy=e ",
parempoolne vOrrand aga statsionaarsete olekute Schrodingeri vorrandi.

2. Nagu me eelmises § vditsime, on kvantmehaanika pdhivorrandiks Schrodingeri vorrand
ehk tildine Schrodingeri vorrand. Siin vaadatud statsionaarsete olekute vorrand on aga erijuht,
mis vOimaldab lihtsamalt arvutada osakese kindla energiaga olekuid. Arvutades aga
statsionaarsete olekute vorrandist osakese kindla energiaga olekud, ei tihenda see seda, et
statsionaarsed olekud on ainukesed voimalikud olekud ja osake mingis muus olekus olla ei
saa. Selleks, et analiilisida osakese voimalikke olekuid {ildse, tuleb vaadata {ildise
Schrodingeri vorrandi, mis on kvantmehaanika pohivorrandiks, lahendeid.

Olgu meil teada osakese mingid kaks statsionaarset olekut: olek ¢, (7) energiaga E, ja olek
@,(7) energiaga E,. Neist esimene rahuldab vorrandit

2

A0 () U9, (7)

Ep () =~

ja teine vorrandit
2

A0, (P)+UG) (7

E,0,(F) = -
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Statsionaarsete olekute korral lahendite superpositsiooniprintsiip iildjuhul ei kehti. Pealtndha
on kiill tegemist lainefunktsiooni suhtes lineaarse vorrandiga, kuid igale olekule vastav
vorrand on tegelikult erinev, sest vorrandis lahendile vastav energia on iildiselt erinev. Seega,
kui E, # E,, ei ole olek

@(’7) = ¢1(F)+cz q)z(’_;)
enam osakese statsionaarne olek, sest see ei rahulda statsionaarsete olekute vorrandit. Ainult

erijjuhul kui samale energiale vastab mitu erinevat olekut, on nende superpositsioon samale
energiale vastav statsionaarne olek.

Vaadates aga ildist Schrodingeri vorrandit, oleks selle lahendiks energiaga E|
lainefunktsioon

- v -
W](r’t):e " qD](r)
Jaenergiaga E, lainefunktsioon

- LBy -
(//2(1”,1‘) =e’ ¢2(r) .
Nagu me eelmises § néditasime, on lahendiks ka mistahes superpositsioon
y(F,0) =y, (F.0)+c,p,(F.t) .
Sellise oleku fiitisikalist tdhendust analiilisime hiljem, siin aga iitleme seda, et saadud olek
enam statsionaarne olek ei ole. Seetdttu ei ole antud superpositsiooni korral osakese energia
kindlalt fikseeritud suurus ja eri aegadel vOoime osakese leida erineva energiaga olekus (kas

E, voisis E,).

Uldisemalt sonastades vdime viita, et kui energiatele E ,E,,... vastavad statsionaarsed
olekud on vastavalt ¢, , ¢, , ..., siis on Schrodingeri vorrandi tildlahend esitatav kujul

- ‘LE/’ -
w(FEnD=2ce ¢.(F).
J

3. Vaadates vaba osakese vorrandit ruumis, saaksime ilmselt lainevektori £ suunas litkuva
vaba osakese jaoks lainefunktsiooni

P(F) = A" = 4"
Et vaba osake rahuldab vorrandit

.. 2ME _
Ap(r) + e p(r)=0,

siis saame Ulaltoodud lainefunktiooni kasutades seose

_(hk)* _ p?



millest vaba osakese impulss

3. Potentsiaalbarjaar (E > U)

Klassikaliste osakeste liikumine, mikroosakeste liikumine,
tagasipeegeldumine barjaarilt, peegeldunud osakeste voog, optiline analoog

Jargnevates punktides vaatame lihtsamaid {ihedimensionaalse litkumise iilesandeid, et
harjuda kvantmehaanika formalismi rakendamise ja tdlgendamisega.

AU Olgu meil antud jiargmise kujuga
potentsiaalne energia
E
u U U,, x=0,
° 0, x<0.
T 0
Vaatame vasakult barjddrile langevat
—> osakeste voogu ja leiame nende kaitumise

O ;( kui osakeste koguenergia E on korgem
barjédéri kdrgusest U,.

Klassikaliste osakeste litkumine. Kui oleks tegemist klassikaliste osakestega, siis liiguksid
koik I piirkonnast tulevad osakesed edasi II piirkonda. O-punktis osakesed pidurduvad ja
seetottu on nende kiirus II piirkonnas vdiksem. Toepoolest, kui I piirkonnas on osakeste
kineetiline energia vdrdne koguenergiaga T = E = Mv,%/2, siis II piirkonnas on osakeste
kineetiline energia T = E - U, = Mv,°/2 koguenergiast potentsiaalse energia vorra viiksem,
mistottu v, <v,.

Mikroosakeste liikkumine. Niilid vaatame sama iilesannet kvantmehaanikas ja nditame, et osa
osakesi peegeldub barjiirilt tagasi. Ulesande lahendamiseks tuleb meil leida Schrédingeri
vorrandi iildine lahend, mis oleks kdikjal 10plik ja pidev ning mille tuletis oleks samuti pidev.
Potentsiaalne energia jaotab meil ruumi kaheks piirkonnaks, esimeses U = 0, teises U = U,.
Seepérast on otstarbeks leida lahendid nendes kahes piirkonnas eraldi ja siis rakendada
pidevuse tingimusi ileminekul {ihest piirkonnast teise.

I piirkond. Kuna U = 0, siis saame eelmises punktis vaadatud vaba osakese vOorrandi
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Q"(x)+k*p(x)=0 ,
kus

¢ 2E .

Kirjutame selle tildlahendi kujul
¢, (x)=e™ + Be™ .

Siin me votsime e** ees oleva kordaja lihtsuse mdttes vordseks ithega. Me eeldame, et
barjddrile vasakult langevate osakeste voog on antud (vottes A = 1, saame pealelangevate
osakeste vooks j, =7k /M ) ja vordleme selle suhtes nii peegeldunud kui ka edasiliikuvate

X

osakeste voogu. Teine liidetav Be ™ kirjeldab barjdirilt tagasipeegeldunud osakesi.

Peegeldunud osakeste voo tihedus on vdrdne suurusega j, = hk|B|2 /M . Esialgu me veel ei

tea, kas barjdérilt peegeldub osakesi tagasi voi mitte, seepérast tuleb meil seda voimalust
arvestada. Leides iileande iildlahendi, saame teada, kas B = 0 vdi B # 0. Esimesel juhul
peegeldumist ei ole, teisel juhul on.

II piirkond. Kuna U = U,, saame selle piirkonna jaoks Schrodingeri vorrandi kujul

. 2M
@"(x)+ e (E-Uyp(x)=0.
Defineerides niiiid suuruse
(kV)Z _ 2M(52_U0) >0 ,
voime kirjutada
9"+ (k') =0 .

Nagu ndha, saame ka teises piirkonnas vaba osakese vOrrandi, ainult et endise lainearvu k
asemel on viiksem lainearv k'. Vorrandi erilahendid on
ik'x . —ik'x

e ja e

Kuna meie poolt vaadeldavas iilesandes saab teises piirkonnas olla ainult x-telje positiivses
suunas liikkuv osakeste voog, on iildlahendiks

@, (x)= Ce"™ .

Et saada antud iilesande tildist lahendit tuleb nduda lainefunktsiooni ja tema tuletise pidevust
nullpunktis

®,(0)=¢,(0), ¢',(0)=9',(0) .

Arvestades meie poolt leitud lahendeid, saame siit vorrandisiisteemi kordajate B ja C
arvutamiseks

1+B=C, ik(1-B)=ik'C .

Susteemi lahendamine annab tulemuseks
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B:k_k, C- 2k .
k+Fk k+k'

Veidi pika, kuid elementaarse arvutuse tulemusena joudsime antud probleemi lahendini
ey lli_ll;e_ikx , x<0,
p)=1 T
e x>0.
k+k'

Kdige olulisem tulemus on siin see, et B # 0 tottu peegeldub osa osakesi barjddrilt tagasi.
Tagasipeegeldunud osakeste voo tihedus on vordeline suurusega

k=K'
kBF:M;:EY.

Siit on ndha, et mida viiksem on k' (vahe E - U,), seda suurem on peegeldunud osakeste
voog.

Lisaks k|B|2-le, mis kirjeldab peegaldunud oskeste voogu vaatame edasiliikuvate osakeste

voogu, mida kirjeldab k' |C|2. Kuna pealelangevate osakeste voog oli meil k-1, siis on lihtne
kontrollida, et

B+l =1

Viimane vordus kinnitab asjaolu, et barjdirilt peegeldunud ja edasiliikuvate osakeste voog on
vordne barjaddrile langevate osakeste vooga.

Saadud tulemus erineb oluliselt klassikalisest, milles tagasipeegeldumist ei ole ja niitab
veelkord, et mikromaailmas valitsevad seaduspérasused on teistsugused.

Kommentaarid:

1. See, et barjddrile langevate osakeste korral tekib peegeldunud osakeste voog, on jille
arusaadav laineteooriast ldhtudes. Kahe keskkonna lahutuspinnale langeva laine korral tekib
lisaks murdunud lainele alati ka suurema v41i vidiksema intensiivsusega peegeldunud laine.

U | 2. Siin me vaatasime nn astmelist potentsiaali, mis on
tegelikult teatav idealisatsioon. Reaalsed potentsiaalid
/ muutuvad sujuvalt, nagu niiteks korvaloleval joonisel

toodu. Sellise potentsiaali korral on aga arvutused
tunduvalt keerulisemad, 16pptulemus aga sama. Seepédrast
on alati mottekas analiiisida idealiseeritud, kuid lihtsamini
kisitletavaid juhtumeid.

C
XV
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4. Potentsiaalbarjair (E < U)

Klassikaline osakeste voo liikumine, mikroosakeste voo liikumine,
mikroosakeste tungimine potentsiaalbarjairi sisse, optiline analoog

Jargnevalt vaatame samasugust potentsiaalbarjdiri nagu eelmises punktis. Niiiid aga oletame,
et barjdérile langevate osakeste energia on barjdiri kdrgusest viiksem E < U,

Vaatame jéllegi enne klassikaliste osakeste

A u kaitumist. Kuna klassikalised osakesed saavad

litkkuda ainult seal, kus E > U, (muidu oleks

Uo kineetiline energia negatiivne), siis

E klassikalised osakesed II piirkonda edasi

liikkuda ei saa ja koik barjddrile langevad
osakesed pdrkuvad O-punktist tagasi.

. Edasi analiiisime mikroosakeste kéitumist ja
0 X niitame, et osakesed tungivad barjdéri sisse ja
alles siis peegelduvad tagasi.

Jéllegi tuleb meil leida flilisikalisi ja matemaatilisi tingimusi rahuldav lahend. Lahendamise
iildprotseduur on sama, nagu eelmises punktis.

I piirkond. Siin saame tépselt sama lahendi iildkuju, nagu eelmises §
@, (x)=e"™ +Be ™,

kus esimene liidetav kirjeldab barjdirile langevaid osakesi ja teine barjddrilt peegeldunud
osakesi.

II piirkond. Schrodingeri vorrand on kujul

M
(E-U)p=0 .

”+
v h

Kuna niitid E < U,, siis defineerime uue positiivse suuruse

2M - F
KZZ—(U;) )>0.
/)

ja kirjutame Schrodingeri vorrandi jargmiselt

Q)”—qul):() .
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Nagu me §2 10pus nigime, on selle vorrandi erilahendid € ja €™ . Kuna me otsime niitid
lahendit piirkonnas 0 < x < oo, siis esimene erilahend ei sobi, sest x — o korral ¢ —[] o0,
teine aga sobib. Seetottu anname I1 piirkonna iildlahendi kujul

o, (x)y=Ce™ .
Rakendades jille pidevuse tingimusi
¢, (0)=9,0), ¢,0)=9¢",(0),
saame kordajate B ja C arvutamiseks siisteemi
1+B=C, ik(l-B)=—-kC .
Siisteemi lahendamine annab

B:k—ilc’ C- 2k
k+ix k+ix

ja antud probleemi iildlahend tuleb kujul

; k—ix _;
e™ + e ™ x<0,

px)=4 FTIK
e™ ,x>0.

k+ix

Saadud tulemus on huvitav. See, et osakesed tagasi peegelduvad (B # 0), on arusaadav. Kuna
aga C # 0, siis osakesed saavad tungida ka barjddri sisse (osakeste leidmise tdendosus barjdéri
sees on nullist erinev). Osakeste leidmise tdendosust barjddri sees iseloomustab vastav
toendosustihedus

AU STV S
|q011 (x)| = 2 2 e :
UQ s ————— k +x
E N .

Kuna tdendosustihedus kahaneb eksponentsiaalselt,
siis nditeks kaugusel x, = 1/2x barjddrist on |q0 ,,|2
> vadrtus e korda viiksem kui nullpunktis. Mida
o) X suurem on k, seda kiiremini osakese leidmise

toendosus barjddri sees kahaneb.

Joonestame veel vilja ka |q0|2 graafiku. II piirkonnas

on eeldeldu pdhjal |q0|2 graafik  arusaadav

(eksponentsiaalselt kahanev tdendosus), I piirkonnas
aga tundub graafik monevorra isedralik. Selle
seletus on aga lihtne. Kuna I piirkonnas on tegemist

x Y

Q

nii pealelangevate kui peegeldunud osakeste vooga, siis |q0|2 kujutab nende liitumisel
tekkinud interferentsipilti.
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Kuidas siis osakesed antud juhul ikkagi liiguvad? Néitame koigepealt, et koik osakesed

peegelduvad 16ppkokkuvdttes esimesse piirkonda tagasi. Selleks arvutame |B|2

_ k=i (k+ix) _

B : :
(k + i)k — ix)

|2

=B*B

Kuna nii pealelangevate kui peegeldunud osakeste eksponenttegurite ees olevate kordajate
moodulite ruudud on vordsed iihega (pealelangevate osakeste voog on vordne peegeldunud
osakeste vooga), peegelduvad kdik osakesed toepoolest tagasi. Seejuures tungivad osakesed
enne tagasipeegeldumist barjdari sisse. See, kui kaugele barjdéri sisse iiks vO1 teine osake
tungib, ei ole mingil viisil ette mairatud, kogu katsetulemus on aga kooskdlas |q0 ,,|2 poolt

antud jaotusega.

Veendume veel selles, et kui U, — oo, siis osakesed barjddri sisse tungida ei saa ja nad
peegelduvad tagasi barjddri pinnalt, nii nagu klassikalised osakesed. Kuna U, — oo, korral
— oo siis saame C = 0 ja B = -1 ning lahend on niiiid kujul

) e™ —e ™ =2isin(kx), x<O0,
X)=
4 0 ,x=>0.

Et teise piirkonna lainefunktsioon on siin vOrdne nulliga, siis likski osake barjddri sisse
tungida et saa.

Kommentaarid:

1.Klassikaline osake ei sa tungida potentsiaalbarjiiri sisse, sest seal oleks kineetiline energia
T =E-U, negatitvne. Kuna aga T = Mv?/2, siis tihendaks see omakorda imaginaarset

kiirust, mis teatavasti pole voimalik, sest koik fiiiisikaliselt moddetavad suurused on
reaalarvulised. Mikroosakeste korral on aga teatud ajavahemiku jaoks teatav energia
médramatus lubatud - AE -Af > /2. Nagu me eelnevas nigime, peegelduvad kdik osakesed

1oppkokkuvottes barjdérilt tagasi. Seega viibivad osakesed barjdiri sees teatud 1opliku aja At
ja see lubab energia madramatust AE > h/2At. Viimane aga ei vilista kineetilise energia
lithiajalist muutumist negatiivseks.

| 2. Siin on jdllegi olemas analoog laineteoorias. Optikas
Jalleg g

| vOib esineda horedama keskkonna lahutus-pinnalt

' peegeldumisel tdielik  sisepeegeldus. Geomeetrilises

l

optikas ndidatakse, et tdielik sisepeegeldus tekib siis kui
kiire langemisnurk o on suurem tédieliku sisepeegelduse
piirnurgast o,, mis arvutatakse seosest sin o, = np;. Tédpsem

1 N
/é// / // / 77, 7’ / v/ % "////7 analitis laineteoorias aga nditab, et ka tiielikul

sisepeegeldusel tungib laine enne tagasipeegeldumist

osaliselt teise keskkonda.

63



5. Tunnelefekt

Tunnelefekt, barjiari libilaskvuskoefitsient, barjaari peegelduskoefitsient,
optiline analoog, a-lagunemine, elektronide kiillmemissioon

Eelmises punktis me nidgime, et mikroosake voib tungida potentsiaalbarjdéri sisse. On ilmne,
et kui barjdar oleks lopliku ulatusega, siis on ka voimalus, et osake 1dbib potentsiaalbarjdari.
Sellist ndhtust, mida nimetatakse tunnelefektiks, me jargnevalt vaatamegi.

Ay Vaatame  jiargmist, [0pliku laiusega
potentsiaalbarjdéri
U,
U,,0<x<a,
E U=
0,x<0,x>a.
T T -E!_ Vaatame jille barjdirile vasakult langevat

« osakeste voogu. Olgu osakeste energia E
~ X viiksem barjdéri korgusest U,.

0] a

Arvestades eelmistes punktides kirja pandud lahendeid, voime iildlahendid koigi kolme
piirkonna jaoks kohe vilja kirjutada.

I piirkonnas on meil barjddrile langevate ja peegeldunud osakeste voog, seega

¢,(x)=e™ +Be™™ |
II pirrkonnas saame iildlahendiks
p,(x)=Ce"™ +De ™ .

Niiiid tuleb meil arvestada molemat erilahendit, sest 0 < x < a korral on nad mdlemad
16plikud.

III piirkonnas saab olla ainult barjairi 1dbinud osakeste voog, seega

@, (x)=Fe™ .
Leiame niilid pidevuse tingimusi rahuldava lahendi ja tdestame tunnelefekti olemasolu.
Pidevuse tingimused on jargmised

0, 0)=0,0), @,(@=¢,(),
?;(0)=0,0), @,(@)=p,a) .

Nendest tingimustest saame kordajate B, C, D ja F leidmiseks jirgmise vorrandisiisteemi
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1+B=C+D, Ce¥+De ™ =Fe",
ik(l-B)=xk(C-D), x(Ce™ —-De ™)=ikFe™ .
Saadud vorrandisiisteem méérab dra koik kordajad B, C, D ja F. Meid huvitavad antud juhul
ainult B ja F, sest esimene neist méddrab dra peegeldunud osakeste voo ja teine barjddri
labinud osakeste voo. Tunnelefekti toestamiseks tuleb ndidata, et F # 0.
Avaldades kahest parempoolsest vorrandist C ja D, saame
ik

2C e™ :(1+ﬁ)e”“’ F, 2De™=(1-—)e™F .
K K

Analoogiliselt avaldame kahest vasakpoolsest vorrandist C ja D
wo=a+%yra-Fp ap-a-%yiq+yp
K K K K

Asendades 2C ja 2D viimastest vOorranditest eelmistesse, saame siisteemi B ja F arvutamiseks

(1+£)e’“’ +(1—K)e’“’B:(1+K)e”‘”F ,
K K K

(1—ﬁ)e-'“’ +(1+ﬁ)e-'m3=(1—ﬁ)e”‘”F .
K K K

Viimase siisteemi lahendamine annabki B ja F

(k* + k) sh(ka)
(k* —k?)sh(ka) - 2iki ch(ka) ~

Qikic e

(k* =) sh(ka) + 2ikk ch(ka)

Viimaste avaldiste védljakirjutamisel me arvestasime hiiperboolsete funktsioonide

X

definitsioone: 2shx =e* —e ", 2chx=e* +e™".

Kuna F # 0, siis 10pliku laiusega barjdéri korral esineb tdepoolest tunnelefekt, st. osake vdib
libida potentsiaalbarjddri. Leiame barjddri ldbinud osakeste voo |F |2. Seda suurust
nimetatakse barjddri labilaskvuskoefitsiendiks

4k’ k?
(k* =) sh*(ka) + 4k k> ch® (ka)

L=|F| =F*F=

Barjdéri labilaskvuskoefitsient soltub iildiselt nii barjddri korgusest, mida iseloomustab
kordaja
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J2M U, - E)

h

K =

kui ka barjdiri laiusest a. Et barjdéri 1dbilaskvust lihtsamalt analiilisida, vaatame juhtu, kus ka
>> | (barjadr on piisavalt korge ja lai). Sel juhul sh’ka ~ ch’ka ~ ¢**/4 ja saame

|2 16k2K2 e_ZKa

L=|F| =
| (k* +x?)?

AU ‘ Antud juhul midrab barjddri ldbilaskvuse
pohiliselt eksponentsiaaltegur, st

Uo
E L~ e—ZKa ,

millest ndhtub, et mida korgem ja laiem
barjddr on seda vdiksem on selle

0] O X libilaskvuskoefitsient.

\ veee . .

/ ltel"" | Arvutades ka barjdiri peegelduskoefitsiendi
: R= |B ’ , on voimalik veenduda, et alati

\: R+L=1.
fo——

0 Qa "X Saadud seos on loogiline, sest osakesed kas
peegelduvad tagasi (tungides osaliselt

\'d

barjdiri sisse), voi ldbivad barjdéri. |q0|2 graafikult on ndha, et barjdéri 1abinud voog on viike,

kuna barjdéri sees |q0|2 kahaneb.

Kommentaarid:

1. Nagu me juba varem mainisime, ei saa klassikalised osakesed E < U, korral barjédri ldbida,
mistottu klassikalises fiilisikas tunnelefekt puudub. Mikroosakeste korral on see aga voimalik,
olgugi, et barjddri ldbimise tOendosus on {ildiselt vdike. Sellist efekti hakati nimetama
tunnelefektiks, kuna piltlikult kujutati barjdéri 14bimist selliselt, et osake nagu ldheks 1dbi
barjdiri sees oleva tunneli. See ettekujutus muidugi dige ei ole, sest mingit "tunnelit" barjdiri
el teki, aga nagu me varem juba mitmed korrad oleme maininud, ei saa koiki mikromaailmas
toimuvaid protsesse piltlikult ette kujutada, nii ka tunnelefekti. Arvestades, et mikroosakesed
on samaaegselt ka lained, ei ole tulemus iillatav ja tunnelefektil on olemas analoog optikas.

N/

L

66



Peegeldumisel optiliselt horedama keskkonna pinnalt, tekib langemisnurkade a korral, mis on
tiieliku sisepeegelduse piirnurgast o, suuremad, tdielik sisepeegeldus. See on kujutatud
vasakpoolsel joonisel klaasi ja ohu lahutuspinnalt peegeldumise korral. Vottes aga kaks
paralleelset klaasplaati, mille vahel on 6huke ohukiht, tekib soltuvalt kihi paksusest véikese
intensiivsusega kiir ka teises klaasplaadis.

2.a-lagunemine. Ténu tunnelefektile toimub rida ndhtusi, mis klassikalise teooria jirgi oleks
vdimatud. Uheks selliseks nihtuseks on tuumade a-lagunemine. Tuuma , X * a-lagunemisel

tekib tuum ,_, Y *™* ja a- osake
A A-4
X Y ra

a-radioaktiivsed tuumad kiirgavad enamasti kindla energiaga a-osakesi. Nende energia on
vahemikus 4 + 10 MeV. Koaikidel rasketel tuumadel on see energia viiksem
potentsiaalbarjiiri korgusest.

u Antud probleemi potentsiaalse energia graafik
A on kujutatud joonisel. Kuna tuumajoudude
potentsiaalne energia ei ole tdpselt teada,
vOtame potentsiaalse energia tuuma sees
vordseks nulliga. Viljaspool tuuma on meil
tegemist tekkinud tuuma, mille laeng on (Z -
E 2)e ja a-osakese, mille laeng on 2e, elektrilise
potentsiaalse energiaga

_ 2
L](r) :pégéz___%lgfi_’ 7 2:}? .
14

I

|

|

i
0 R Re h
‘ Potentsiaalbarjddri korguseks loeme saadud
kulonilise potentsiaalse energia véartust ldhtetuuma raadiuse kaugusel, st U, = U(R). Juhul

kui £ < U, toimub a-lagunemine tinu tunnelefektile.

v .. 22 . ‘o .
Niitena vaatame siin tuuma gsRa**®, mis laguneb jirgmiselt

226 222
wRa™ = Rn"" +a

ja mille a-osakese energia on E = 4,78 MeV. Lihtetuuma raadiuse arvutame valemist
R=12-10"(4)" m .

Vottes A = 226, saame R = 7,3'10'15 m. Vottes niitid Z = 88 ja r = R, arvutame
potentsiaalbarjddri kdrguse

9-10°-86-2-(1,6-107")

310" =54-10"" J =34 MeV .

U, =U(R) =

Olgugi, et tegelik tuuma potentsiaalne energia voib r = R korral sellest monevorra erineda, on
ikkagi ilmne, et E < U, ja a-lagunemine toimub ténu tunnelefektile.
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Et viimases viites veenduda, arvutame veel kauguse 7, , mille korral U = E

_ b(Z-2)2¢
E

E

Raadiumi tuuma jaoks saaksime siit
r, 52100 m~7R .

Kuna a-osakese energia saab vOordseks potentsiaalse energiaga alles seitsme tuuma raadiuse
kaugusel, on tegemist piisavalt laia potentsiaalbarjdériga.

Olgugi, et siin ei ole tegemist astmelise barjddriga ja eespool tuletatud valemid barjdari
labilaskvuskoefitsiendi jaoks pole otseselt rakendatavad, vdib ikkagi véita, et antud ndite
korral on tegemist kiillalt korge ja laia barjddriga. Seetdttu on ka barjdari 1dbimise tdendosus
iisna vidike. Viimasele asjaolule viitab ka raadiumi pikk poolestusaeg 1622 aastat. On ilmne,
et mida viikesem on barjiiri labilaskvuskoefitsient, seda suurem on tuuma poolestusaeg.

2. Elektronide kiilmemissioon. Teise nditena vaatame "vabu" ehk juhtivuselektrone metallis.
Moiste "vaba" elektron tdhendab seda, et osa elektrone on metallis tuumadega vidga norgalt
seotud ja nad vOivad metalli sees praktiliselt vabalt liikkuda. See pdhjendabki metallide hea
elektrijuhtivuse.

Metalli pinnast aga ei saa elektronid vabalt

////////// viljuda. Nagu me fotoefekti analiitisil ndgime,
2 //A on elektroni véljaloomiseks vaja kulutada

U energiat, mida me nimetaksime valjumistooks.
)

Uo Lihtsustatult voime "vabu" elektrone metallis
- - kujutada jargmise potentsiaalse energia

A diagrammiga. FElektronide véljumist takistab
potentsiaalbarjddar korgusega U, (lihtsuse
. Ew mottes oletame, et U, = const). Vaadates
ainult "vabu" juhtivuselektrone, voime metalli
sees oleva potentsiaalse energia votta vordseks
nulliga. Oletades, et elektronide maksimaalne energia metallis on E;, oleks elektronide
valjumistod A = U, - Ep,.

70

Uo Siin vaatame iihte teist vOimalust, mida
e N nimetatakse elektronide kiilmemissiooniks.
Asetame metalli vélisesse elektrivdlja, nii et

xY

Elektronid saavad metallist vdljuda nditeks
termoemissioonil, kus metalli kuumutamisel
saadud  soojusliikumise energia iiletab
véaljumistoo.

fne

- : elektronidele metallis mojuks tombejoud. Sel
——ss Eum — Juhul saavad aga elektronid metallist viljuda
o ‘\ i ainult ténu tunnelefektile.
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Oletades, et elektrivdli on homogeenne, on potentsiaal

o(x) = Ex
ja elektroni potentsiaalne energia
U(x)=—eEx .

Viljaspool metalli oleks potentsiaalne energia niitid
U=U,—eEx .

Mida suurem on elektrivili E, seda suurem on barjééri ldbilaskvuskoefitsient.

6. Potentsiaalauk

Klassikaline osakeste liikumine, mikroosakeste liikumine, energia
diskreetsus, minimaalne energia, téeniosusjaotus potentsiaalaugus,
ortonormeeritud lainefunktsioonid, 3-mootmeline potentsiaalauk

Jargnevalt vaatame osakest potentsiaalaugus. Olgu potentsiaalne energia kujul

AU U= 0 ,0<xa,
U,, x<0,x>a.

ja osakese energia E <U, .

Kui meil oleks tegemist klassikalise osakesega, siis
antud koguenergia E korral vOnguks osake
il T w potentsiaalaugu seinte vahel edasi tagasi, litkudes
- - jaava kiirusega v = +/2E/M . Osakese energia v3ib
omada koiki véartusi vahemikus 0< E<U,. E=0

korral on osake paigal ja vOib asetseda mistahes
punktis O ja a vahel.

Q
)
KY¥

Niitame, et mikroosakese kditumine on teistsugune. Osake ei saa olla suvalise energiaga,
vaid vOib omada ainult teatud kindla vidirtusega energiaid. Seega on osakese energia
potentsiaalaugus diskreetne. Ulejdaénud isedrasusi vaatame peale iilesande lahendamist.

Osutub, et algul formuleeritud iilesanne e1 ole lihtsalt lahenduv ja seetdttu teeme iihe olulise
lihtsustuse, oletades, et U, — o (I0pmata korgete seintega potentsiaalauk). U, — o korral

el saa osake II ega III piirkonda tungida, seetdttu ¢, =¢,, =0 ja meil tuleb vaadata
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Schrodingeri vorrandi lahendit ainult potentsiaalaugus. Kuna seal U = 0, siis on meil tegemist
vaba osakese Schrodingeri vorrandiga, mille tildlahend oleks jargmine

@, (x)=A4e™ +Be™™ |
kus

Kuna osake barjiiri tungida ei saa, tuleb meil rakendada déretingimusi
¢, (0)=9¢,(a)=0.
Need annavad jargmised vorrandid
A+B=0, Ae™+Be™=0.
Esimesest saame B = - A, mis teise asendatuna annab
A(e™ —e ™) =2idsin(ka) =0 .

Ilmselt A # 0, sest muidu oleks ¢, =0 ja see lahend ei saaks osakest kirjeldada, sest osakese
leidmise tdendosus vorduks nulliga. Jéarelikult

sin(ka) =0 .
See tingimus on rahuldatud kui
ka=nr, n=1,2,3,....

(n = 0 e1 sobi, sest siis on k = 0 ja seega ka ¢, =0). Viimasest tingimusest saamegi energia
diskreetsuse

232 2
L LD MR S
2M  2Ma

Igale n véirtusele vastab kindel lubatud energia vaartus E, , iilejddnud energia vadrtusi ei saa
aga osake potentsiaalaugus omada.

Kirjutame vélja ka nendele energiatele vastavad lainefunktsioonid. Kuna B = - A, siis saame

nmwx

@, (x) = 2idsin(kx) = 2iAsin

Kuna antud juhul on tegemist lainefunktsioonidega, mis vajavad normeerimist, siis leiame
kordaja A, mille korral
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0, () de=1.

!

Arvestades ¢, (x) kuju, tuleb meil leida selline A, et

nw

xdx:l .
a

a
2 .
4|A| j sin’
0
Tehes muutuja vahetuse u = nz x/a, saame integraali

in 2
J‘sinzuduzz—sln 4
2 4

kasutades, et

a
nwx a
)
Jsm dx =— .
7 a 2

A tuleb meil niud leida vordusest

4|A|2%:1.

See vordus jiatab A valikul moningaid vabadusi ja seepérast valime sellise A, et laine-
funktsioon tuleks reaalne

Kirjutame niitid veelkord vélja energiad ja lainefunktsioonid

AU i)? 2
f g = )2 n’, @ ()=5sinE ) n=1,2,....
\‘_ﬂ"- 2Ma a a
E : - .

5 Et selgitada osakeste kéditumist potentsiaalaugus,
joonestame kolme madalama energianivoo jaoks vélja
energiad ja tdendosustihedused |q0n|2 vastavalt

I valemitele
(zh)’ 2 2 . ,7mx
E =—, =—sm” — ,
'2Md? |¢]| a a
€.
2 2 ., 2nx
E, =4E, , |g02| =Zsin’ )
a a
2 . ,3rx
Ey E,=9E, , |pj| ==sin’ =
- a a
0 a X
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Joonis on tehtud selliselt, et iga |q0n|2 joonestamisel on x-teljeks voetud vastav energianivoo

E,. Esitatud jooniselt selgub lisaks energia diskreetsusele veel kaks olulist erinevust
klassikalise osakese kéditumisega. Esiteks ei liigu mikroosake potentsiaalaugus iihtlaselt.
Olekus energiaga E; on nditeks osakese leidmise tdendosus kdige suurem augu keskel, olekus
energiaga E, on aga osakese leidmise toendosus augu keskel vordne nulliga jne. Teiseks on
osakese minimaalne energia E; nullist erinev. Nullenergia ehk klassikalises mottes paigalolek
el ole mikroosakese korral lubatud. See asjaolu jiareldub juba midramatuse seostest: kuna
koordinaadi maksimaalne madaramatus Ax,, = a on 10plik, ei saa impulsi médramatus kunagi
vorduda nulliga. Vihim impulsi méddramatus Ap = 7%/2a annaks vastava impulsi korral

energia E = /°/8Ma’ > 0. Seetdttu ei saa minimaalne energia vdrduda nulliga.

Kommentaarid:

1. Lopmatu korge potentsiaalaugu korral oleks me voinud tildlahendi

0, (x)= Ae™ + Be™™
asemel votta ka
®,(x) = Csin(kx) + D cos(kx) .

Viimase lahendiga viib arvutamine isegi veidi kiiremini sihile. Esimene pidevuse tingimus
annab

9,(00=C-0+D-1=0,

millest saame D = 0. Rakendades edasi teist pidevuse tingimust
¢,(a)=Csin(ka) =0,
saame juba eespool toodud kitsenduse ka =nx .
Tegelikult on mdlemad lahendite kujud kasulikud. Esimese jirgi saime lahendiks
@,(x)=A(e™ —e ™) = 2idsin(kx) ,

mis jireldus loomulikult ka teisest iildlahendist. Esimese jirgi on meil tegemist x-telje
positiivses ja negatiivses suunas levivate vOrdne amplituudiga lainetega. Nende lainete
liitumisel tekib nn seisev laine. Teine lahend kirjeldab iildjuhul kahe seisva laine
superpositsiooni ja annab samuti 1dpplahendiks seisva laine.
Sellest, et osakestel on lainelised omadused, on statsionaarsete olekute tekkimine potent-
siaalaugus lihtsalt arusaadav. Statsionaarsed olekud vastavad seisvatele lainetele ja need
tekivad ainult selliste lainete liitumisel, mille korral augu laiusele a mahub tdisarv
poollainepikusi. Nii ka antud juhul: {ihelt poolt k = 27/, teiselt poolt aga k = nn/a, millest a =

nA/2.

2. Niitame ithe potentsiaalaugu lainefunktsioonide huvitava omaduse, nimelt on erinevate
lainefunktsioonide ¢, (x) ja ¢, (x) korral integraal
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a

[o,* ()0, (@)dx=0 .

0

Sama lainefunktsiooni korral aga

a

[o,*@e,x)ax=1,

0
mis oli teatavasti lainefunktsioonide normeerimistingimus.

Toestame niilid lilemise seose. Selleks arvutame integraali

a

2 a
J.q)n *(X)Cl’,(x)dx :—J.Sinﬂsinﬂdx .
0 as a a

Integraali arvutamiseks teisendamine siinuste korrutise koosinuste vaheks

. NIX . F7X n—r)mx n+r)mx
2s1n—s1n—:cosg—cosg .
a a a a

Seega tuleb meil arvutada integraalid

Icosmdx ja Icoswdx

0 a 0 a

Lihtne on veenduda, et n # r korral on mdlemad integraalid vordsed nulliga, mis tdestabki n #
1 korral seose

a

[o,* ()0, (@)dx=0.

0

Antud juhu kohta 6eldakse, et lainefunktsioonid ¢, (x) ja ¢,(x) on ortogonaalsed. Vottes
niiiid tulemused kokku koikide lainefunktsioonide jaoks, voime kirjutada

a

[o.*e,(x)dx =5, .

0

Niisugusel juhul 6eldakse, et lainefunktsioonid moodustavad ortonormeeritud siisteemi.

3. Lopliku korgusega potentsiaalaugu korral oleksid pdhitulemused samad, ainult et niiiid
tuleb lahendamisel arvestada ka osakese lainefunktsioone august véljaspool. Osutub, et see
lihtne iilesanne ei ole algebraliselt lahendatav ja lubatud energianivood tuleb leida kas
graafiliselt vo1 ldhendusmeetodil. Tulemuseks on jélle energia diskreetsus, kusjuures
energianivoode arv barjdéri sees on 1oplik.

Huvitav on siin mirkida, et mistahes potentsiaalaugus on energia alati diskreetne. Osakese
minimaalne energia potentsiaalaugus E; erineb alati potentsiaalse energia minimaalsest

73



o vadrtusest U,. Lopliku potentsiaalaugu korral me
\ “ \ peame vaatama ka olekuid véljaspool potent-
siaalauku (koguenergia on suurem augu korgusest).

O \ Osutub, et viljaspool potentsiaalauku on energia

= pidev. Punkti algul vaadatud potentsiaalaugu korral
on E > U, jaoks energia pidev, iilaltoodud joonisel
on aga E > 0 jaoks energia pidev.

4. 3-mootmeline potentsiaalauk. Leiame vaba osakese energia ja olekud 3-modtmelises
potentsiaalaugus. Nagu me ndeme, saab iilesande taandada eespool vaadatud ithemootmelise
potentsiaalaugu juhule. Vaadeldav lihtne mudel on vajalik niiteks ideaalse gaasi
kirjeldamisel, kus gaas asetseb kinnises anumas. Sellist kinnist anumat vdime vaadata kui
kolmemddtmelist potentsiaalauku, kus anuma sees on potentsiaalne energia vordne nulliga,
viljaspool aga 16pmata suur.

Olgu meil kuubiline potentsiaalauk. Kuubi sees olgu U = 0, viljaspool aga ldpmatu.
Ristkoordinaadistikus olgu potentsiaalne energia jirgmine

U=0, kui 0<x<a,0<5y<a,0<z<a,
iilejadnud ruumis aga lopmatu.

Arvestades, et viljaspool kuupi osake litkkuda ei saa, tuleb meil lahendada vaba osakese
Schrédingeri vorrand

0’ N o’p 0’ Q. 2ME
2 2 + 2 2
ox 6y oz h

p=0

kuubi sees. Otsitav lahend peab olema selline, mis kuubi pinnal oleks vordne nulliga.

Kuna meil kdik muutujad esinevad vorrandis samavéirselt, on otstarbekas otsida lahendit
kujul

P(x,,2) = 0, (x)9, (V)95 (2)

Néiitame, et niiiid saame voOrrandi lahendada muutujate eraldamise meetodil, kusjuures iga
muutuja jaoks saame juba varem lahendatud tilesande.

Asendades iilaltoodud lahendi vorrandisse, vottes tuletised ja jagades ¢ -ga, saame

1dip 1de, 1d%;
(2 dx’ q’z dy ?s dz*

kus me kasutasime tdhistust
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, 2ME
k™= el
Saadud vorrand on ekvivalentne kolme jargmise vorrandiga

1 d’¢p 1 d’¢p 1 d’¢
——L 4kl =0, ——2+k, =0, ——23

+k2=0,
¢, dx ¢, dy ¢, dz ’

kus
kl+ki+ki=k*.

Tdepoolest, kirjutades nditeks vorrandi kujul

Ldzq)] :_Ldzqoz _Ldzq)s _ k2
@, dx’ @, dy* @y dz’ ’

ndeme, et vasak pool soltub ainult x-koordinaadist, parem pool y- ja z-koordinaadist. Selline
vOrdus saab kehtida ainult siis kui mdlemad pooled on vordsed mingi konstandiga.

Téhistades seda -k;%, saame iilaltoodud vorrandi ¢, jaoks. Samamoodi edasi toimides saame
ka iilejddnud vorrandid.

Nende vorrandite lahendid, mis rahuldavad daretingimusi ¢,(0) =¢,(a) =0,1=1, 2, 3, on
juba varem leitud ja meie poolt kasutatavates tdhistustes oleks nad jargmised

@, (x)=Asin(k,x), ka=nr ,

o,(y)=Bsin(k,y), k,a=n,mw ,

0,(z2) =Csin(k,z), kja=nm ,
kus nj, np, n3 on sdltumatud tiisarvud véértustega 1,2,3, ...

Osakese energia avaldub kujul

h? 2 2 2N W’ 2 2 2
E = 2M(k] +k2 +k3)=W(l’ll +n, +I’l3) .
Tavaliselt kirjutatakse see jargmiselt
_ hir? ?
" 2Ma®

kus
22 2 2 _
n°-=n; +n;+n;, n,n,,n;=12,....
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Selliselt kirjutades on valem formaalselt sama, nagu iihedimensioonaalsel juhul, ainult et
niitid pole n iildiselt téisarv.

Kirjutame ilma tdestuseta vilja normeeritud lainefunktsiooni

22 nmx . on . Nz
®,(x,y,z) =(=)? sin ———sin 2V Gin 2
a a a a

Nagu ndeme, on ka 3-modtmelises potentsiaalaugus energia diskreetne. Erinevus on selles, et
niitid voib lihele energia vdirtusele vastata mitu erinevat olekut (ja erinevat lainefunktsiooni).
PShiolekule n; = 1, n; = 1, n3 = 1 ehk lithidalt (1,1,1) vastab energia

B 3hir?
2Ma?*

E

ja iiks olek. Jargmisele energianivoole energiaga

mille saame (2,1,1), (1,2,1) vo1 (1,1,2) korral, vastab aga juba 3 olekut.

Selliseid olukordi, kus iihele energiale vastab mitu erinevat olekut, tuleb kvantteoorias sageli
ette. Sel juhul 6eldakse, et vastav energianivoo on kodunud.

5. Punktides 3 - 6 vaadatud lihtsad iilesanded on ndited kvantmehaanikas ette tulevatest
pohiiilesannetest. Mitmesuguste osakeste hajumisprobleemide lahendamisel me puutume
kokku {ilesannetega, mis on analoogilised punktides 3 - 5 vaadatud barjdériiilesannetega.
Erinevate seotud silisteemide (aatomid, molekulid) statsionaarsete olekute arvutamisel
puutume me kokku erinevat tiilipi potentsiaalaukudega. Koikide reaalsete fiilisikaliste
siisteemide korral on vastavate ililesannete lahendamine muidugi mérksa keerukam. Seetottu
jatame me oma kursuse jiargnevas osas lahenduskdigud enamasti esitamata ja anname ainult
16pptulemused.
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7. Harmooniline ostsillaator

Klassikaline ostsillaator, kvantostsillaator, energia diskreetsus, nullenergia,
lahendi iildkuju, Hermite’i poliinoomid, tdenéiosusjaotus

Antud punktis vaatame harmoonilist ostsillaatorit, mis nii klassikalises kui ka kvantteoorias
etendab vidga olulist rolli. Seejuures sisaldab ostsillaatori iilesande lahendamine koiki
poOhietappe, mida tuleb jirgida ka teiste tOsisemate iilesannete lahendamisel. Jargnevas teeme
need pohiosas ldbi, leides harmoonilise ostsillaatori energia.

AL Klassikaline ostsillaator. Klassikalises mehaanikas
ndidatakse, et elastsusjou F =—kx mdjul tekivad

harmoonilised vOnkumised

x=Acos(wt+a) .

Kui vonkuv osake on massiga M, siis on vonkumiste
sagedus

Elastsusjou korral on meil tegemist paraboolse potentsiaalse energiaga

U:kx_2E Mo’ x*
2 2

Ostsillaatori koguenergia

MV? +Ma)zx2 _ Mo*A’
2 2 2

E =

on seotud vonkumiste amplituudiga. Energia on pidev 0 < E < 0.

Kvantostsillaator. Jargnevalt vaatame harmoonilist ostsillaatorit kvantteoorias ja nditame, et
ostsillaatori energia on diskreetne. Selleks tuleb meil lahendada Schrdédingeri vorrand
iilaltoodud paraboolse potentsiaalse energiaga

2 2.2
dg0+2M(E_Ma)x

0.
PRI ;P

Pohitulemus, mille me jérgnevalt tuletame, on selles, et kvantmehaanilise ostsillaatori energia
on diskreetne ja avaldub kujul
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E, =ho(n+1/2), n=0,12,...

Esimene etapp llesande lahendamisel seisneb selles, et teisendame vOrrandi muutuja
vahetuse ja uue parameetri defineerimisega kujule, kus on {iks dimensioonitu parameeter.
Votame uue muutuja

=ox,
kus
, Mo
o =——-o
fi
ja parameetri
a=2E
fi
Peale lihtsaid teisendusi saame vOrrandi
d 2@ 2
+(A- =0 .
I (A=E&)p

Selle pealtniha lihtsa vorrandi lahendamine ei ole lihtne, sisaldades mitu olulist vaheetappi.
Kuna lainefunktsioon (vOrrandi lahend) peab olema Ioplik, tuleb kdigepealt analiilisida
lahendi kditumist suurte muutuja vadrtuste korral (muudel véértustel probleeme ei teki).

Vaatame vdrrandit suurte || korral ja leime lahendi, mis oleks || —> oo korral 15plik.

Oletades, et £° >> A, saame vorrandi

ﬁ_§2

=0 .
e

Selle vorrandi lahend on vdrdeline suurusega exp(-£°/2) (vdi suurusega exp(E°/2)).
Votame

Arvutades tuletised

[N}

£ 2 £ g £
§§Nﬂ&2’ %gwé% oot xgle

néeme, et antud lahend sobib suurte |£| korral ja ldheneb || — oo korral nullile. Suurus

exp(&?/2) rahuldab samuti vorrandit, kuid ei ole || — oo korral 18plik.

Teades lahendi asiimptootilist kuju, on otstarbekas otsida ostsillaatori vorrandi lahendit kujul

52

p&)=H(E)e * ,
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kus H(&) on mingi funktsioon, mida me jirgnevalt hakkame otsima. Selleks tuleb leida,
millist diferentsiaalvorrandit H (&) rahuldab. Arvutades tuletised

& N

fl—‘ng'@e'z _eHE)e
d2§0 " _é ' _é 2 _é _é
H'(E)e * —28H'(E)e * +EH(E)e * ~H(E)e *

dEr

saame me peale teise tuletise asendamist vorrandisse ja eksponentsiaalteguriga taandamist
diferentsiaalvorrandi

H' -26H'+(A-1)H =0 .

Esitame otsitava funktsiooni H (&) astmereana
HE) =ay+aé+a,E> +..= ) a,&" .
n=0

Siin voime piirduda ainult positiivsete astmetega, sest negatiivsed astmed viivad vorrandis
& — 0 korral singulaarsetele litkmetele. On pdhjust arvata, et & — 0 korral on lahend pidev.

Arvutades tuletised ja asendades voOrrandisse, saame me uued vOrrandid (niitid juba
algebralised) kordajate ¢, madramiseks. Arvutame kdigepealt H' ja H"

H'(E)=a, +2a,E+3a,E% +...

H"(E)=2a,+2-3a,6 +3-4a,E% +...= ) (n+D)(n+2)a, ,&" .

Kuna vorrandis esineb 2EH’, siis kirjutame selle jargmiselt
26H'(E) = 2a,é +2a,E% +..) =2) na " .
n=0

Vorrandisse asendades saame, et jirgmine astmerida peab olema samaselt vordne nulliga

S+ +2)a,.,, +(A-1-2n)a,)E" =0 .

Selline vordus saab kehtida ainult siis kui kdikide & astmete ees olevad kordajad on vordsed
nulliga. Vottes & ees oleva litkme vordseks nulliga, saame me jdrgmise seose kordaja a,,,

ja a, vahel

2n+1-2
an+2 :—an .
(n+1D)(n+2)
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Saadud rekurrentne seos vOimaldab arvutada reaksarenduse korgema astme kordajaid
madalamate kaudu. IImselt on koik paarisarvulise astmega litkmed méératud kordajaga a, ja

paarituarvulise astmega liikmed kordajaga «, .

Lihtne on veenduda selles, et kordajatele a, ja a, mingeid kitsendusi pole. Seetdttu saame
H(&) vorrandi lahendiks kaks sOltumatut rida: iiks on paarisastmete rida, mis méadratud
kordajaga a, ja teine paaritute astmete rida, mis on méératud kordajaga a, .

Osutub, et antud probleemi lahendiks 16putu astmerida ei sobi ja seetdttu peab astmerida
olema 10plik. Saab niidata, et 10putu rida, mille kordajad on antud eelneva rekurrentse
seosega, kiitub asiimptootiliselt nagu exp(€”). Sel juhul aga ei ole meie lahend (&) enam

|¢] = oo korral Ioplik.

Noudes, et astmerida katkeks litkkmel £”, st a, #0, aga a,,, =0, tuleb nduda, et parameeter
A rahuldaks tingimust

A=2n+1, n=0,1,2,....

Arvestades niilid parameetri A seost energiaga, saame, et harmoonilise ostsillaatori energia on
diskreetne

E, =ho(n+1/2), n=0,12,...

Ostsillaatori energianivood ldihevad alates minimaalsest
energiast £, llespoole vordse vahemaa 7w kaupa.

Nagu me jillegi ndeme, on ostsillaatori minimaalne
energia ehk nullenergia
Es J g g

S
\ €2 o j Eo:hTw
\ Vtw/

E
: 1 nullist erinev. See, et minimaalne energia ei vordu
€o t“/ nulliga, on jillegi arusaadav méidramatuse seostest.
LS . Harmooniline ostsillaator e1 saa seega olla kunagi
o) X paigal. Liikumist E, korral nimetatakse ostsillaatori
nullvonkumiseks.

Osutub, et nullvonkumised on olemas ja nad avalduvad mitmete flilisikandhtuste juures.
Kristallvore soojuslitkumist saab niditeks vaadata kristallvore vonkumistena. Kui klassikalise
teooria jirgi peaks 7' — 0 korral soojusliikumine lakkama, siis kvantteooria jirgi jadvad ka
absoluutse nulli korral alles kristallvore nullvonkumised. Neid vonkumisi saab katseliselt
kontrollida valguse hajumiskatsetes kristallilt. Valguse hajumine on tingitud kristallvore
vonkumistest. Katse nditab, et 7 — 0 korral hajumine ei kao, vaid 1dheneb teatud piirile. See

asjaolu kinnitabki nullvénkumiste olemasolu.
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Vaatame veel lithidalt ka lainefunktsioone, mis kirjeldavad energiatele E, vastavaid

ostsillaatori olekuid. Nagu me nédgime, soltuvad nad iga n véadrtuse korral n-astme
poliinoomidest

H&=Yad .

Neid nimetatakse Hermite'i poliinoomideks ning on sdltuvalt » -vdirtusest, kas paaris- voi
paarituastmelised. Kirjutame siin moned neist vilja

Hy@)=1, H/(5)=2,
H,(§)=45" -2, Hy(§)=85"-12&, .

Tavaliselt valitakse a, vdi a, selliselt, et H, () kdrgema astme kordaja oleks 2”. Sel juhul
osutub, et Hermite'i poliinoomid saab arvutada jargmisest lihtsast valemist

. d”
s

g2
eé.
n

H,(&)=(-D"e

Energiale E, vastav lainefunktsioon avaldub kujul

&
¢,(5)=N,e *H,(5) ,

kus N, on normeerimistegur. Minnes tagasi esialgsele muutujale, oleks ¢, (x) kuju

M(ux2
- M
¢, ()=N,e * H( —h‘" x).

‘} U Et saada ettekujutust harmoonilise
ostsillaatori kditumisest, joonestame nii

£ ’\/\/\/\Ac&‘z nagu potentsiaalaugu korral vélja
S ‘ monede madalamate energianivoode
 tdendosustihedused. Nagu jooniselt on

ndha, erineb mikroosakese kaitumine

1 oluliselt klassikalise ostsillaatori omast.

By il Klassikalise ostsillaatori korral on
osakese kiirus nullpunktis suurim ja

" seetdttu on osakese leidmise tdendosus

z x=0 korral véikseim. See kasvab

€o M"‘ maksimaalsele hélbele ldhenemisel ja

/ x=x A4 (klassikaline hilve) korral on
" tdendosus suurim. Mikroosakese

9) ; leidmise tdendosus pohiolekus on kdige
suurem potentsiaalaugu keskel
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(nullpunktis), jargnevas olekus energiaga E, on aga tdendosus keskel vordne nulliga.

P U

Suurte energiate £, korral muutub erinevus

klassikalise  ja  kvantlitkumise  vahel
viiksemaks ning molemad
toendosustihedused  on  pohimdtteliselt

Eiwo )"‘Plo‘?' sarnased.

Korvaloleval joonisel on kujutatud vastavad
koverad n = 10 korral. Nagu niha, langeb
keskmistatud tdendosustihedus kiillalt hasti
kokku ostsillaatori klassikalise litkumise
toendostihedusega (katkendlik joon).

Kommentaar:

Koikide senivaadatud probleemide juures me oleme vaadanud osakese kéitumist ka
klassikalise teooria seisukohalt ja ndidanud, millised erinevused ilmnevad mikromaailmas.
Seda me teeme kahel pohjusel.

Esiteks, et ndidata mikromaailmas toimuvate ndhtuste olulist erinevust makromaailmas
toimuvatest. Teiseks seetottu, et piirjuhul 7 — 0 ldheb kvantmehaanika {ile klassikaliseks
mehaanikaks. 7 — 0 tdhendab ka seda, et kui energiad on suured, siis on kvantmehaanikast
saadud tulemused sarnased klassikalistega. Nii on ka ostsillaatori korral, kus suurte n korral
on toendosustihedus sarnane klassikalise ostsillaatori vonkumise tdendosustihedusega. Nagu
ka eespool toodud jooniselt on néha, on juba n = 10 korral erinevus véike ja kvanttGendosuse
keskmistamisel saaksime klassikalise tdendosuse.

Olgugi, et ostsillaatori energianivood on diskreetsed, on suurte n korral energia praktiliselt
pidev. Arvutades naabernivoode energia suhtelise erinevuse

En+] - En _ 2
E, 2n+1"°
on lihtne veenduda, et » — o korral
E -FE 1
n+l "ax— 0
E n
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