4. Keha langemise (ithemootmeline) Maa gravitatsioonivaljas.

4.1 Teoreetilised alused

Eeldame et keha ripub liikumatult korgusel 10 m. Me peame arvutada jargmised keha parameetrid:
1.) Kuidas keha koordinaat x(t) ja kiirus v(t) soltuvad ajast (kuidas keha liigub Maa atmosféaaris ).
2.) Kineetilise, potentsiaalse ja kogu eneergiad eninevates aja momentides.

Votame arvesse koik kehale mojuvad joude — gravitatsioonilinse joud , Archimedese joud (tdstejoud) ja

hoordumist (takistusjoud).
a) Gravitatsiooniline joud (Kasutame klassikalisstNewtoni gravitatsiooniseadust).

1_5=—G~m'iv[-'r' , siin:
r
2
G= 6.67408~107”N'T -gravitatsiooni konstant,

M=5.972 -10**kg - Maa mass,

korgus, siis selge et F=R,+ h= R,+h (joonis 1):
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vOi raskusekiirenduse absoluutne vaartus:
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Kui h<<Ry (Keha asub Maa pinnal)siis: g(h=0)= 24 =9.814 m/s’
ui v (Keha asub peaaegu Maa pinnal) siis: g(h=0)= - =9. m/s
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S_ keha riSthige pindala Measured Drag Coefficients

siin g - raskuskiirendus, mille vdartus soltub korgusest jargmiselt:
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Rm=6378 km - Maa raadius (keskmine vddrtus). Kui h on trajektoori
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Atmosfadri tihedust saab arvutada kolmel viisil:
1. Baromeetriline valemiga:

_ug(h) u=29kg/kmool
Pam(h)=py-e *" ", siin R=8314 J/(kmool-K) (5)
T=293K

Tekib kiisimus, kuidas arvutada atmosfaéri tihedust Maa pinnal  p,,,(h=0)=p, . Selle jaoks saab kasutada
ideaalse gaasi olekuvdrrandi (Mendelejev-Klaiperon seadus):

m aas . m aas P.M aas X3 + A~ .
PV 0= 7= RT avaldame tihedust pOZVL:R—;, siin P — gaasiréhk Maa pinnal . (6)
"gaas gass '
__mg(h=0)
R-T-(1+RL)
Valemit (5) saab parandada, kui vittame arvesse soltuvust (3) g(h):  p,.(h)=p0,"€ " . Selge et kui h<<Rym

siis vOib soltuvuse g(h) jatta arvestamata.

2. Kasutame standardse atmosfédiri omaduste kirjeldavaid programme (kirjutatud C, Fortranis, Pythonis voi Matlabis).

3. Saab kasutada atmosféiri tiheduse mootmise tulemusi (nditeks meteosondiga).

Meie programmides me kasutame tavaliselt esimest meetodit (Baromeetriline valem).

Baromeetrilises valemis tasub kasutada reaalseid atmosfddri parameetreid, meie puhul see on atmosfaarirohk,
temperatuur ja iihe kilomooli mass (peegeldab atmosfaari keemilist koostist). Edasi kasutame eeldust, et atmosfdéar on
isotermiline (atmosfddri temperatuur ei soltu kdrgusest aga tegelikult see ei ole nii:
https://en.wikipedia.org/wiki/U.S. Standard Atmosphere.

Ax Arvatakse, et Maa atmosfédri piir on korgusel 100 km. See
S tdhendab, et meie mudelis voime eeldada, et gravitatsiooni kiirendus
peaaegu ei soltu korgusest sellepdrast et Maa pinnal ja korgusel 100

Kmsv»T km on kiirendus peaaegu sama.

g (h) :(1 + h )2
g(h=0) Ryw’
s maksimaalne korgus on 100 km siis seda suhe vordub 1.02.
Raskusekiirendused on peaaegu vordsed, erinevus on ainult 2% ja
seda saab ignoreerida.

L ToOestame seda: Kui keha trajektoori
mgi

¢) Archimedese joud.
Archimedese joud alati suunatud raskuskiirenduse vastu ja

arvutatakse jargmise valemiga:

Farch :patm( h)g (h)'Vkeha siin:

Vena —keha rumala,

g(h)—raskuse kiirendus,

O, (h)— atmosfidri tihedus kérgusel h.

Niiiid arvutame keha koordinaati ja kiiruse soltuvuste ajast.
Joonis2 Selle jaoks on vaja integreerida differentsiaal vorrandi (voi
differentsiaal vorrandite siisteemi) voi Newtoni teise seaduse (joonis 2):


https://en.wikipedia.org/wiki/U.S._Standard_Atmosphere
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On mugavam kasutada vektorite asemel nende projektsioonid. Projetseerime kdik vektorid x-telje ja arvestame et
takistusjoud ja kiiruse vektor on alati vastas suunas. Kui koordinaadi telg X ja nulli punkt on valitud nagu joonisel siis
(joonis 2):

mx= —m-g —0.5 ‘C‘S'patm'|v| V¥ Oum (h)'g<h)'vkeha (8)
Jagame seda vorrandi keha massiga siis saame:

_OSCSpath;lv +patm(h).g(h)'vkeha
m m

)

X=—g

Niiiid madrame moned vajalikud mudeli parameetrid (eeldame et keha liigub Maa pinna ldhedal h<R,,, ):

g=9.814 ja ei sOltu korgusest,

Tkeha=1.8 m  keha on pall raadiusega 180 cm (nditeks see on meteoroloogiline sond),

C=0.47 palli jaoks 0.47 (https://en.wikipedia.org/wiki/Drag_coefficient),

m=5kg palli mass on 5kg

g=9,814 m/s* raskuse kiirendus. Kui keha trajektoori kérgus >> kui Maa radius siis g ei séltu kdrgust.

Niiiid me peame integreerida jargmist differentsiaaal vorrandi:

_0'5'C‘S'patm(h)'|v|'v+patm<h)'g'vkeha

X=—g (10)
m m
Klassikalises mehaanikas on teada et keha koordinaat x, kiirus v ja kiirendus a on seotud jargmist:
V=X,a=v=X . (11)

Antud vorrandi lahendamiseks saab kasutada modifitseeritud Euleri algoritmi (kiire, lihtne aga ei ole eriti tdpne
meetod) vOi Runge-Kutta-Fehlbergi metodit jarkuga 4-5 (RKF45) (koordinaatide ja kiiruste arvutamiseks kasutatakse
Runge-Kutta meetod jarkuga 4 ning sama meetod jarkuga 5 kasutatakse ajasammu vddrtuse reguleerimiseks) .
Viimane meetod rakendati standard programmides rkf45, ode45 mille saab leida saidil netlib.org.

L. Euleri meetod vdlja nédeb jargmiselt:

Keha koordinaadi védrtus jiargmisel aja hetkel x(t+At) arvutatakse siis nii x(t+At)=x(t)+v(t)At+a(t)At*/2. Siin x(t),v(t)
ja a(t) on keha koordinaat, kiirus ja kiirendus eelmisel ajahetkel t:
a(t)-At®

5 (12)

x(t+At)=x(t)+v(t) At+
ja kiiruse

v(t+At)=v(t)+a(t) At (13)



siin At on integreerimise ajasamm.
Selge et antud algorimi kasutamiseks me peame teada koordinaadi ja kiiruse vaartuste alg ajahetkel x(0) ja v(0)
aga kiirenduse arvutame iileval valemiga.

I1. RKF45 meetod.

Niiiid proovime realiseerida seda planni Fortrani ja Matlabi koodis. FORTRANI kood (kasutame rkf45 alam-
programmi).
Alguses on viike seletus. Diferentsiaalvorrand mille me peame integreerida vélja ndeb jarmist:

_O-S'C'S':Oatm(h)'W"V+,0atm(h)'g'vkeha
m m

rkf45 saab integreerida ainult esimest jarku diferentsiaalvorrandi siisteemi. Meie puhul kasutame kahte parameetrit

mille védrtused kasutatakse keha liikumise kirjeldamiseks, see on keha koordinaat “x” ja kiirus “v=v,”. Uhe teist

jarku vorrandi asemel meil on kaks esimest jarku diffvorrandi:

X=—g , see on teist jarku diferentsiaalvorrand, kuid alamprogrammiga

_OSCSpatm(h)“—;‘ 4 +patm(h)'g'vk€hﬂ
9 m m

Alustame RKF45 fortrani programmi sisend ja véljund parameetrite kirjeldamist.

rkf45(func,neqn,y,t,tout,relerr,abserriflag,work,iwork)

func- Alamprogrammi nime tuletiste arvutamiseks, meie puhul X jav, . Teiste sdnadega siin me peame
realiseerida tileval kirjutatud diferentsiaalvorrandid

neqn — Vorrandite arv, meje juhul see on 2.

y - Uhemddtmeline massiiv pikkusega “neqn”, meie juhul see on 2.
Fortrani koodis see masiiv kirejeldatakse nii: real y(2).
Samal ajal massiiv y(2) kasutatakse arvutatud parameetrite vdartuste salvestamiseks, meie juhul
koordinaadi ja kiiruse vaartused. Lepime kokku et hoiame koordinaadi vadrtuse massiivis esimesel
kohal ja kiirust teisel kohal. Test sonaga y(1)=x ja y(2)=Vx.

t- ajavaartus antud ajahetkel

tout- ajavaartus jargmisel ajahetkel tout=t+dt, siin dt - ajasamm

relerr - suhtlline viga

abserr - absoluutne viga

iflag -  kasutatakse arvutamise protsessi juhtimiseks (algne vééartus on 1)

work-  reaal tdomassiiv pikkusega 6*neqn+3, meie juhul 15.

iwork - tdisarvuline toomassiiv fikseeritud pikusega 5.



4.2 Kood

Niitid proovime realiseerida seda plaani Fortrani ja Pythoni koodis.

Koodi leiate siin:

http://parsek.yf.ttu.ee/~physics/FPNM/Loengud/nadal_4/ Fortran/dim1_euler.f90

4.3 Ulesanded:

Fortran/dim1_rkf45 v1.f90
Fortran/dim1_rkf45 v2.f90
Fortran/dim1_rkf45 v3.f90
Fortran/plot_v1.py
Fortran/plot_v2.py

Fortran/srkf45.for
Python/5.2d_v1.py
Python/5.2d_v2.py

1.Alguses asub pall maapinnal. Algkiirus on 0.

a) Mis kérguseni ta touseb?

b) Mis kérguseni ta téuseb Marsil, Veenusel ja miks ?
c) Millise kiirendusega pall liigub kérgeimas punktis ?
NB! keha on pall massiga 1 kg ja raadiusega 1,8 m.

2. Alguses pall asub liikumatult kérgusel 10 km.
a) Mis kiirusega ja kiirendusega ta kukub Maapinnale (Palli I6ppkiirus ja l6ppkiirendus)?
b) Kui suur hoordejoud mojub pallile korqgusel 5 km ja mis kiirendusega ta liigub?

¢) Mis toimub sama palliga Marsil?

NB! keha on pall massiga 10 kg ja raadiusega 10 cm.

3. Pall viisatud lilesse algkiirusega 10 m/s. Mis korguseni ta touseb Veenusel ja Marsil?
NB! keha on pall massiga 10 kg ja raadiusega 10 cm.

Lisa 1 Moned moéisted mehaanikast
Liikuv keha kirjeldab kdverat, mida nimetatakse keha trajektooriks. Klassikalises mehaanikas méérab keha positsiooni

*;Z T

asukohavektor voi raadiusevektor  R(t).
Vektoreid kolmemdotmelises ruumis saab esitada jargmiselt, sdltumata
sellest kas see on raadius-vektor:

-

f?zx(t)-f+y(t)-] +z(t)-_lg

~keha kiiruse vektor:

-

F=v, (0T, (0 F4v, (0K

vOi kiirenduse vektor:

Ql

=a,(t)-T+a,(t) j+a,(t)k



Klassikalise mehaanika pohiiilesanne on keha koordinaatide arvutamine erinevatel ajamomentidel et oleks
voimalik keha liikumise kirjeldada. Aga mis parameetrid kirjeldavad keha liikumist?
1.) Keha koordinnadid x(t), y(t), ja z(t),
2.) keha kiirus ja
3.) kiirendus.

Siis tekib kiisimus aga kuidas saab arvutada keha kiirust ja kiirendust? Vastus on lihtne. Kiirus - keha
liikumise kiirus nédtab seda kui kiiresti muutuvad keha koordinaadid. See on koordinaatide muutumise kiirus. Aga
matemaatika vaatenurgast mingi funktsiooni muutumise kiirus see on antud funktsiooni tuletis aja jdrgi. See
tdhendab et raadius-vektor ja kiiruse vektor on seotud jargmiselt:

ja kiirenduse jdoks: d=v=R

Kiirendust saab arvutada ka teisiti, Newtoni seaduse abil.

Sageli on moistlik kasutada arvutustes vektorite asemel vektorite koordinaate. Raadius-vektori , kiiruse vektori ja
kiirenduse vektori koordinaadid on seotud jargmiselt:

x=v y=v, z=v,
F, F

. y

. F,
y:vy:ay:

—  i=v =q=—
m 7t m

Kuidas saab neid vorrandeid kasutada keha liikumise kirjeldamiseks? Mehaanikas tehakse vastupidi, kui
kehale mdjuvad joud on teada, siis antud diferentsiaalvorrandite abil arvutatakse keha kiirus ja koordinaadid.

Vaatleme liht iilesanne. Eeldame, et keha liigub pideva kiirendusega ja liikumine on {ihemootmeline. See
tdhendab, et keha liigub nditeks modda x-telge. Keha liikumist kirjeldame matemaatiliselt. Me peame arvutada keha
koordinaati soltuvust ajast. See alusel saab otse arvutada kiirust ja kui on vaja, keha kiirendust (praeguses iilesandes
eeldame, et kiirendus on antud parameeter).

Kuidas seda saab teha? Standardne koordinaati ja kiiruse seos annab teist jarku differentsiaalvorrandi mille vaja
integreerida kaks korda koordinnati saamiseks.

2
vx(t):iv()xi a,t, x(t)z inVOX-ti%

See on iileva diferentsiaalvorrandi tipne lahendus, kuid seda pole alati voimalik analiiiitiliselt lahendada. Kui ei
saa analiititiliselt siis saab arvutiga numbriliselt .
Mis siis, kui kehale méjuv joud ehl keha kiirendus soltub ajast? Siis saab diferentsiaalvorrandi arvuliselt

lahendada jargmiselt. Kui tahame arvutada keha koordinaadid ja kiiruse ajavahemikus 0 kuni t, ajasammuga dt siis
saab kasutada eelmised valemid aga enne seda me peame neid nattuke parandada.

2
v (t+At)=v,(t)+a,(t)-At; x(t+At)=?<(t)’rvx(f>-At+—a(t)zAt
Tegelikult on see:faylori j?érjesct‘sus ja me Vﬁté/,,meféﬂfés/s/é”kéiki liilkmeid kuni jarjekorrani 2

0 LAt




Votame need parameetrid eelmise ajasammui 16pp-punktist. Kiirendust arvutame Newtoni seadusega. Teisisonu
eeldame, et ajasamm on piisavalt vdike, et arvestada kiirendust konstandseks. Seda meetodi absoluutne viga on

arvutatakse valemiga:
F(t)At’
6m

Selge et selle meetodi tdpsu suurem kui vdiksem on ajasamm. Meetod t66tab paremini, kui vdiksem on ajasamm.



